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1. 奇异值与奇异向量

（一）奇异值分解（SVD）。对于任意矩阵𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛，可分解为：

𝑨 = 𝑼𝜮𝑽 ∗ (1)

其中，𝑼 ∈ ℂ𝑚×𝑚 表示左奇异向量组成的正交矩阵，对应 𝑨𝑨∗ 的特征向量，

𝜮 ∈ ℝ𝑚×𝑛表示对角矩阵，对角线元素为奇异值 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ … ≥ 𝜎𝑟（𝑟为矩阵的
秩），𝑽 ∈ ℂ𝑛×𝑛表示右奇异向量组成的正交矩阵，对应𝑨∗𝑨的特征向量。
（二）奇异值的性质。（1）非负性：𝜎𝑖 ≥ 0。（2）降序排列：𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ … ≥ 𝜎𝑟。

（三）奇异向量的性质。（1）正交归一性：𝑼 的列向量两两正交且模长为 1，
𝑽 的列向量两两正交且模长为 1。（2）方向性：左奇异向量指向数据的主成分方
向，右奇异向量指向原始特征的主方向。

（四）几何解释。SVD将矩阵变换分解为旋转（𝑽 T）、缩放（𝜮）和再旋转
（𝑼）三个步骤。奇异值越大，对应方向的“拉伸”效果越显著。

2. 特征值与特征向量

（一）特征值与特征向量的定义。对于方阵𝑨 ∈ ℂ𝑛×𝑛，若存在标量 𝜆 ∈ ℂ和
非零向量 𝒙 ∈ 𝑪𝑛，使得：

𝑨𝒙 = 𝜆𝒙 (2)

则称：𝜆为𝑨的特征值，𝒙为𝑨的对应于 𝜆的特征向量。
（二）特征值的代数性质。（1）特征值之和等于矩阵的迹（对角线元素之和）。

特征值之积等于矩阵的行列式。（2）不同特征值对应的特征向量线性无关。重
根特征值可能对应线性相关特征向量。（3）实对称矩阵的特征值为实数，且不
同特征值对应的特征向量正交。
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（三）特征值的几何行为。当 𝜆为实数，矩阵𝑨在特征向量方向上的变换为
纯拉伸或压缩，无旋转成分。当 𝜆为纯虚数，矩阵𝑨在特征向量方向上的变换
为纯旋转，无拉伸或压缩。当 𝜆为实数，矩阵𝑨在特征向量方向上的变换结合
了拉伸/压缩与旋转。

3. 谱范数与谱半径

谱范数为矩阵的一种诱导范数，定义为矩阵的最大奇异值：

||𝑨||2 = 𝜎max(𝑨) = √𝜆max(𝑨∗𝑨) (3)

其中，𝜎max(𝑨)表示矩阵𝑨的最大奇异值，√𝜆max(𝑨∗𝑨)表示矩阵𝑨∗𝑨的最大
特征值。对于线性变换𝑨𝒙，谱范数 ||𝑨||2表示向量 𝒙在变换后可能被拉伸的最
大倍数，即 ||𝑨𝒙||2 ≤ ||𝑨||2||𝒙||2。
谱半径是矩阵所有特征值的模的最大值：

𝜌(𝑨) = max
𝑖

|𝜆𝑖| (4)

其中，𝜆𝑖表示是矩阵𝑨的特征值。
对于任意复数矩阵𝑨，都有：

𝜌(𝑨) ≤ ||𝑨||2 (5)

当且仅当矩阵𝑨为正规矩阵（即𝑨∗𝑨 = 𝑨𝑨∗）时，谱半径等于谱范数：

4. 独立元素随机矩阵

对于一个随机矩阵 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛，其元素独立重复采样于均值为 0，方差为
2/(𝑚 + 𝑛)的随机分布（随机分布可以是正太分布、均匀分布或截断正太分布）。
图1展示了从三类随机分布采样所得到矩阵的元素分析及其比较。
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(a)直方图 (b)尾部行为（对数坐标）

图 1 从三类随机分布采样所得到矩阵的元素分析及其比较

4.1 独立元素随机方阵

当𝑚 = 𝑛时，矩阵为方阵。当 𝑛很大时，其特征值分布服从圆律（Circular
Law），即当 𝑛很大时，特征值在复平面上均匀分布在以原点为中心、半径为 1
的圆盘内：

|𝜆𝑖| ≤ 1, 𝜆𝑖 ∈ ℂ� (6)

𝑓pdf(𝜆𝑖) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝜋 , 如果|𝜆𝑖| ≤ 1,
0, 其它

(7)

图2展示了从不同随机分布采样所得到方阵的特征值分布，可知：特征值在复平
面上均匀分布在以原点为中心、半径为 1的圆盘内。

(a)正太分布 (b)均匀分布 (c)截断正太

图 2 从不同随机分布采样所得到方阵的特征值分布（服从圆率）
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(a)前向传播维度 vs. 平均尺度近似程度
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(b)平均维度 vs. 平均尺度近似程度

图 3 方阵维度（对数坐标）vs. 平均尺度近似程度

4.2 独立元素随机非方阵

当𝑚 ≠ 𝑛时，非方阵没有传统意义上的特征值，但可以分析其奇异值。图4展
示了从不同随机分布采样所得到非方阵的奇异值分布，可知：奇异值分布收敛

至截断正太分布，且平均值均收敛至 1.2左右。图5展示了从不同随机分布采样
所得到非方阵转置的奇异值分布，可知：奇异值分布也收敛至截断正太分布，且

平均值均也收敛至 1.2左右。

(a)正太分布 (b)均匀分布 (c)截断正太

图 4 从不同随机分布采样所得到非方阵的奇异值分布
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(a)正太分布 (b)均匀分布 (c)截断正太

图 5 从不同随机分布采样所得到非方阵转置的奇异值分布
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(a)前向传播维度 vs. 平均尺度近似程度
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(b)平均维度 vs. 平均尺度近似程度

图 6 非方阵维度（对数坐标）vs. 平均尺度近似程度
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