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1. 向量 L2范数与二阶矩

设 𝒙 ∈ ℝ𝑛，有：

||𝒙||2 = √
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 , (1)

||𝒙||RMS = √ 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 = ||𝒙||2√𝑛 , (2)

||𝒙||1 =
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑥𝑖|, (3)

||𝒙||2 ≤ ||𝒙||1 ≤ √𝑛||𝒙||2 (4)

其中，||𝒙||2表示向量的 L2范数，||𝒙||RMS主要用来描述向量分量的平均尺度指

标（即平均数量级）。当且仅当向量 𝒙中仅有一个非零分量时，式(4)左边等号成
立。当且仅当向量 𝒙中所有非零分量的绝对值相等时，式(4)右边等号成立。

假设 1 (i.i.d) ∀𝑥𝑖独立同分布。

由大数定律有：

lim
𝑛→∞

||𝒙||2RMS = lim
𝑛→∞

||𝒙||22
𝑛 = 𝔼[𝑥2

𝑖 ] (5)

2. 矩阵的谱范数、Frobenius范数与 RMS范数

设𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛，有：

||𝑨𝒙||2 ≤ ||𝑨||2||𝒙||2, (6)

||𝑨||F =
√√√
⎷

𝑚
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑤2
𝑖,𝑗 (7)

||𝑨||RMS =
√√√
⎷

1
𝑚𝑛

𝑚
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑤2
𝑖,𝑗 = ||𝑨||F√𝑚𝑛 (8)
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其中，||𝑨||2表示矩阵的谱范数，||𝑨||F表示矩阵的 Frobenius范数，||𝑨||RMS主

要用来描述矩阵元素的平均尺度指标。当且仅当 𝒙是𝑨的右奇异向量，且对应
于最大奇异值 𝜎max，式(6)中的等号成立。从奇异值角度分析，谱范数等于矩阵
最大的奇异值，Frobenius范数等于矩阵全体奇异值的平方和的平方根，所以总
有：

||𝑨||F
√min(𝑚, 𝑛)

≤ ||𝑨||2 ≤ ||𝑨||F ≤ rank(𝑨)||𝑨||2 (9)

这个不等式描述了谱范数与 Frobenius范数的等价性，即遇到由于谱范数的复杂
性难以分析下去的问题，可以考虑将谱范数换成 Frobenius范数来得到一个近似
结果。

3. 正交矩阵、对角矩阵、外积矩阵

对于 𝑛 × 𝑛正交矩阵𝑸，有：

rank(𝑸) = 𝑛, (10)

𝜎𝑖(𝑸) = |𝜆𝑖| = 1, (11)

||𝑸||2 = 1, (12)

||𝑸||F = √𝑛 (13)

对于对角矩阵 𝜦 = diag(𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛)，有：

rank(𝜦) =
𝑛

∑
𝑖=1

|sign(𝜆𝑖)|, (14)

||𝜦||2 = max
𝑖

(|𝜆𝑖|), (15)

||𝜦||F =
𝑛

∑
𝑖=1

𝜆2
𝑖 (16)

对于外积矩阵，有：

rank(𝒖𝒗T) = 1 ⇔ ||𝒖𝒗T||2 = ||𝒖𝒗T||F = ||𝒖||2||𝒗||2 (17)

对于外积矩阵元素的符号化，有：

sign(𝒖𝒗T)𝑖,𝑗 = sign(𝑢𝑖𝑣𝑗) = sign(𝑢𝑖)sign(𝑣𝑗)
⟹ sign(𝒖𝒗T) = sign(𝒖)sign(𝒗)T

(18)
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4. 矩阵分解为近似（半）正交矩阵与标量的数乘

设𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛（𝑚 ≥ 𝑛），可以做到将其分解为近似列（半）正交矩阵𝑸与
标量 𝜅的数乘：

𝑨 = 𝜅𝑸, s.t. 𝜅 = argmin
𝜈>0

∥𝑨T𝑨
𝜈2 − 𝑰∥ (19)

那么有：

rank(𝑨) = min(𝑚, 𝑛), (20)

||𝑨||2 = ||𝜅𝑸||2 = 𝜅||𝑸||2 ≈ 𝜅 × 1 = 𝜅, (21)

||𝑨||F = ||𝜅𝑸||F = 𝜅||𝑸||F ≈ 𝜅 × √min(𝑚, 𝑛) (22)

||𝑨𝒙||2 = ||𝜅𝑸𝒙||2 ≈ 𝜅||𝒙||2 (23)

5. 矩阵是否为线性

在数学（特别是线性代数）中，一个运算 𝑓(.)被称为线性运算，必须同时满
足以下两个条件：

（1） 可加性：对于任意输入向量，都有 𝑓(𝒖 + 𝒗) = 𝑓(𝒖) + 𝑓(𝒗)。
（2） 齐次性：对于任意标量，都有 𝑓(𝑐𝒙) = 𝑐𝑓(𝒙)。
设有如下运算：

𝒚 = 𝑨(𝑡)𝒙 (24)

其中，𝑨(𝑡)表示定义在 𝑡上的矩阵。如果任意时刻，𝑨(𝑡)为固定不变的，那么
式(24)为线性运算。如果𝑨(𝑡)随着 𝑡变化，那么式(24)为非线性运算。
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